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CIP法とFEMを用いた1次元地盤モデルの動的弾塑性解析 
 
Dynamic Elastic-Plastic Analysis for the One Dimensional Ground Model by FEM and CIP Method 
 
辛 承胤 
SeungYun SHIN 
主査 吉田長行   副査 佐々木睦朗 浜田英明 
 
法政大学大学院デザイン工学研究科建築学専攻修士課程 
 
When analyzing the wave propagation problem in the infinite or semi-infinite elastic solids, the 
numerical device which can transmit the outgoing waves should be attached to the boundary of the finite 
analytical region. Generally the discrete models are installed at the boundary.  But, in this research, we 
propose a new method which combines the CIP method to the finite element method. Its validity is 
presented by analyzing one dimensional rod model subjected the impulse load in also analyzed. The 
boundary of FEM domain has to transmit various waves in order to analyze an infinite wave field. To 
realize this function, the CIP grid is overlapped to the FEM mesh efficiently around the boundary. 
Key Words : Soil-Structure-Interaction Analysis, Wave Transmitting boundary, CIP Method, 
FEM, Elastic-Plastic 
  
 
１． はじめに 
近年，地盤の非線形な動的挙動が活発に研究されてい
る．非線形問題を扱う場合，有限要素法が有効かつ柔軟
な手法であることはよく知られている．しかしながら，
有限要素法は本来，有限領域を対象とする数値解析手法
である．そのため，無限あるいは半無限弾性体の波動伝
播問題に適用する場合には，Fig.1 のように，解析領域の
内部と外部に境界を設け，外部から内部へ伝わる入射波
と内部から外部へ逸散する反射波の双方同時の処理が要
される．有限な狭領域で波動の完全透過ができる境界処
理法は確立されておらず，実現すれば地盤と建物の解析
効率に有益をもたらせる． 
 
Fig.1 Analytical region 
 
この境界処理法として，境界にダッシュポットを設ける
粘性境界が代表的であるが，本研究では，境界の領域に
CIP(Constrained Interpolation Profile)法を用いて新
しい境界処理法の確立を目指している．CIP 法は移流方
程式を解く解法であり，有限要素法とは異なる分野で用
いられている．本論文では有限要素と CIP 方の組み合わ
せる方法とそれを用いて弾性解析と弾塑性解析を行う． 
 
２． 研究過程 
 
    移流方程式の定式化 
          ↓ 
       境界処理法の決定 
             ↓ 
    入反射場 CIP法解析 
         ↓        I_CIP+FEM+R_CIP 
         時刻歴応答解析 
              ↓ 
       完全波動透過境界と入反射場解析の検証 
                 ↓ 
 END 
 
Fig.2 Analytical process 
 
また，３次元への飛躍を見据えた地盤の解析を目的と
し，その足がかりを得るために，１次元棒材モデルと２
次元地盤モデルを用いて手法の提案と検討を行っている．
以下に本論文の解析式に用いる諸量をまとめておく． 
Structure 
Wave Transmitting Incident 
Reflected 
Fictitious boundary 
GL 
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３． 解析方法 
（１）解析モデル 
a）１次元棒材モデル 
１次元解析におけるモデル図と材料特性を以下に示す． 
本研究では今後の地盤への拡張を見越した研究を行
う為，仮想地盤を想定している．  
 
 
Fig.3 1D analytical model 
 
Table 1  The material property (1D) 
 
（２）マトリクス運動方程式 
 非比例減衰を扱う 1次元棒材モデルを例に以下に示す． 
  
[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { }M x c x k x f            (1) 
 
ここに， 
 質量マトリクス要素 : /m AL n  
 剛性マトリクス要素 : /k GAn L  
    
   0 Tnf f{ } [ , , ] ，
Icip Rcip
n n nf f f       (2) 
 
（３）時刻歴応答解析 
振動方程式（式(1)）の時刻歴応答解 { }x は線形加速度
法により求められる．１次元の Incident CIP 法領域の右端
に，地震加速度時刻歴を与える．Incident CIP 法領域の右
端には任意の時刻に複数の地震加速度を以下のように与
える． 
 
  10 0 0Icip Icipi nf f    , , , ,                (3) 
 
（４）せん断弾性係数 
地震波は弾性波と考えられる．弾性波には実体波とし
て疎密波(P 波・縦波)と捩れ波(S 波・横波)とがある．本
研究の１次元モデルでは棒材の完全透過境界を目指す為
S 波のみを考える． 
 
2
sG c                   (5) 
 
（５）土のせん断応力 
せん断応力を求めるに最も基本的であるクーロンの式
を用いられる． 
 
tanc            (6) 
 
（６）せん断ひずみ 
 
/ G                     (7) 
 
 
  Fig.4 Stress - Strain (Bilinear) 
 
（７）CIP 法による弾性体の波動方程式 
a）弾性体の波動方程式 
 1 2 3, ,n  次元の弾性体における振動方程式は，以下
のように表される． 
 
 
2
2
{ } [ ] { }n n nu
t
 

 

            (8) 
 
 { } [ ] { } [ ] [ ] { }Tn n n n n nD D u   
      
(9) 
 
また，式(4)を 
Clay 
S-wave velocity[ sc ] 100 /m s  
Density[  ] 31400 /kg m  
Cross-sectional area 21m  
Internal friction angle[ ] 45  
Binding force[ ] 298 /kN m  
Adhesive force[ c ] 2100 /kN m  
Attenuation constant 1%  
Sand 
S-wave velocity 120 /m s  
Density 31700 /kg m  
Cross-sectional area 21m  
Internal friction angle 35  
Binding force 2300 /kN m  
Adhesive force 20 /N m  
Attenuation constant 1%  
Gravel 
S-wave velocity 140 /m s  
Density 31800 /kg m  
Cross-sectional area 21m  
Internal friction angle 35  
Binding force 2500 /kN m  
Adhesive force 20 /N m  
Attenuation constant 1%  
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2
2
1
{ } [ ] { }n n nu
t



 

          (10) 
 
ように展開し，式(10)を代入した式を波動方程式と呼ぶ． 
 
b）波動方程式から移流方程式への変換 
 式(9)，(10)の振動方程式は， 0[ ]を任意のゼロマトリ
クス，[ ]I を任意の単位マトリクスとおくと，まとめて次
のように表せる． 
 
 
1
[0] [ ] [ ] [0]
[0] [ ][ ] [0]
T
n
n nn
n
I
t
D

 
 
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   (11) 
 
または 
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
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
         (12) 
 
となる．ただし  
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とする．また，[ ]nQ は x 方向微分と y 方向微分に分解し
て表現することが出来る． 
 
 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]n x n y n x n y nQ Q Q q qx y
 
   
 
    (13) 
 
これにより，式(12)は 
 
 { } [ ] [ ] { } [ ] [ ] { }n n x n n n y n nF A q F A q Ft x y
  
 
  
(14) 
 
最終的には以下のようになる． 
 
 { } [ ] { } [ ] { }n x n n y n nF A F A Ft x y
  
 
  
    (15) 
 
ただし 
 
[ ] [ ] [ ]i n n i nA A q ， ,i x y               
とする． 
次に，式(15)の対角化を行うために，次の固有値問題
を考える． 
 
 [ ] { } { }i n n i nA F F ， ,i x y          (16) 
 
上式より得られる固有値 i を対角にならべたマトリク
ス [ ]i と，固有ベクトルを並べた固有マトリクス [ ]i を
用いると次式が成立する． 
 
 1[ ] [ ] [ ] [ ]i i n i iA 
  　 ， ,i x y        (17) 
 
また,式(15)を２つに分解することを考える． 
 
 { } [ ] { }n x n nF A Ft x
 

 
           (18) 
 
 { } [ ] { }n y n nF A Ft y
 

 
            (19) 
 
ここで，{ } [ ] { }n x n x nF f とおくと， x 方向移流方程
式が得られる． 
 
 { } [ ] { }x n x x nf ft x
 
 
 
           (20) 
  
同様に，{ } [ ] { }n y n y nF f とおくと， y 方向移流方程式
が得られる． 
 
 { } [ ] { }y n y y nf ft y
 
 
 
           (21) 
 
（８）FEM+CIP 弾性体の境界処理 
CIP 法の「入反射場の独立性を保てる」，「境界条件を
考慮する必要がない」という特徴を利用し，狭領域の FEM
解析で入反射場を確立することを目的とした手法である．
具体的には，無限地盤を任意の位置で区切り開境界を設
けることにより，解析領域内外への波動伝搬があたかも
無限地盤とのやり取りであるかのように再現する手法で
ある．本研究では，FEM.，CIP 法，線形加速度法を用い
ている．以下，解析手法を説明する．  
 
 
Fig.5 Analytical diagram 
 
1 2 FEM 
② 
④ 
① 
1 2 3 
1 2 3 
N-1 N 
③ 
①’ 
④’ 
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a）微分値移流方程式による加速度入力法 
 入射移流量の全時刻データの作成: 
 
13 0 /I sf u c ( 0 Iu ：入射加速度)    (22) 
 
 入射 CIP 節点 2 における速度と加速度の初期化： 
2 2(0) (0) 0
cip cip
I Iu u   
 反射 CIP 節点 2 における速度と加速度の初期化： 
2 2(0) (0) 0
cip cip
R Ru u   
 入射 CIP 全節点 1,2,3i  における移流量の初期化： 
1 (0) 0if   
 反射 CIP 全節点 1,2,3i  における移流量の初期化： 
2 (0) 0if   
 FEM 全節点 1,2, ,i N の初期条件の設定： 
(0) (0) 0fem femi iu u   
 0t  とする. 
時刻 t ：入射 CIP 端部節点3の入射移流量 13( )f t を設定 
時刻 t の入射 CIP 全節点値を t 時間移流 ①： 
 
1 1
s
f f
c
t x
 

 
= 0             (23) 
 
FEM 境界節点 N における応力の算定 
 
12 12
12 12
( ) ( )
( ) ( )
2
f t f t t
f t t f t t
  
       (24) 
  
移流量 12f の更新 
 
  2 12( ) ( )
cip
I t t Gf t t              (25) 
 
時刻 t t  ：反射 CIP 節点1の移流量 21( )f t t  算定③： 
 
2 2 1
2 2 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
cip fem cip fem
Rj N j Ij N j s j
cip fem cip fem
Rj N j Ij N j j
u t u t u t u t c f t
t t t t Gf t   
   
   
   
   
 
 
 
 
 
21
2 2
2 2
1
( ) ( ) / ( ) / G
2
1
( ) / ( ) / G
2
1
( ) / ( )
2
cip cip
Rj s Rj
fem fem
N j s N j
fem fem
N j s N j
f t u t c t
u t c t
u t c t



   
   
  
  
  
   (28) 
 
時刻 t の反射 CIP 全節点値を t 時間移流 ④： 
 
2 2
s
f f
c
t x
 

 
= 0             (29) 
FEM 境界節点 N （反射 CIP 節点 2 ）における応力算定 
 
22 22
22 22
( ) ( )
( ) ( )
2
f t f t t
f t t f t t
  
       (30) 
 
反射移流量の更新 
 
  2 22( ) ( )
cip
R t t Gf t t                 (31) 
 
FEM 領域の線形加速度法解析② 
FEM 境界節点 N に入力①’④’ 
 
2 2
[ ]{ ( )} [ ]{ ( )} [ ]{ ( )}
{ ( )} { ( )}
fem fem fem
cip cip
I R
M u t t C u t t K u t t
t t t t 
       
     
 
t t t   として 1)に戻る. 
 
（９）FEM+CIP 弾塑性の境界処理 
微分値移流方程式による加速度入力法と同じ手法で行
う．しかし，CIP 法から FEM に移流するとき弾性解析で
はせん断応力を渡すが，弾塑性解析では加速度を渡す．
そのためせん断応力を加速度に変えないとならない． 
 
xyF dx          (32)  
                                                      
/xya dx m                (33) 
 
2 1,
i r
xy xyg f g f            (34) 
 
(33)式を(32)式に入れると 
 
1 2( ) /na g f f dx m         (35) 
 
このように CIP 法から求めた加速度を FEM に渡し弾塑
性解析を行う．時刻歴解析を行うため Runge-Kutta 法の増
分解法を導いた．しかし，CIP 法は弾性体であるため，弾
塑性解析は FEM 領域のみで行う． 
 
４． 解析結果 
（１）１次元弾性体モデル 
 本研究で用いた地震加速度時刻歴は阪神大震災
( 2000 , 0.02step dt  )である． 
全質点数は 90i  で， FEM 解析領域は質点番号
1 90i  ，Incident CIP 及び Reflected CIP の解析領域は
共に質点番号 89 91i  で，質点番号 1 ~ 30i  は粘，
31 ~ 60i  は砂， 61 ~ 90i  は礫である．質点間距離は
すべて 20[m]で，解析時間は3000 , 0.02step dt  で 60 秒
間である． 
(32) 
(26) 
(27) 
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a）阪神大震災の地震加速度時刻歴 
 
 
Fig.6 Input wave 
 
b）FEM+CIP 弾性解析 
質点番号ことの時間と変位のグラフ． 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig.7  Elastic Analysis of CIP+FEM 
 
 
（２）１次元弾塑性モデル 
a）FEM+CIP 弾塑性解析１ 
質点番号ことの変位の差と時間のグラフ． 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig.8  Elastic-Plastic Analysis of CIP+FEM  
 
b）FEM+CIP 弾塑性解析２ 
質点番号ことの変位の差と復元力のグラフ． 
 
 
 
2[ / ]cm s  
[ ]cm  
[ ]cm  
[ ]cm  
時間 
時間 
時間 
時間 
75i   
85i   [ ]cm  
時間 
60i   
45i   
30i   
15i   
[ ]cm  
[ ]cm  
時間 
時間 
[ ]cm  
時間 
[ ]cm  76 75i    
時間 
[ ]cm  61 60i    
時間 
[ ]cm  46 45i    
時間 
[ ]cm  31 30i    
時間 
[ ]cm  16 15i    
時間 
86 85i    
[N]  
[ ]cm  
86 85i    
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Fig.9 Restoring Force – Displacement of CIP+FEM 
 
（３）フーリエスペクトル 
a）線形と非線形モデルのフーリエスペクトル 
線形と非線形モデルの各質点ことの応答変位のフーリ
エスペクトル比較． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig.10  Spectrum of Linear Non-Linear Model 
 
b）線形モデルのフーリエスペクトル 
線形モデルの各質点ことの応答変位のフーリエスペク
トル比較． 
 
 
 
  
Fig.11  Spectrum of Linear Model 
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c）非線形モデルのフーリエスペクトル 
非線形モデルの各質点ことの応答変位のフーリエスペ
クトル比較． 
 
 
 
 
Fig.12  Spectrum of Non-Linear Model 
 
５． 考察・結論 
a）FEM+CIP 弾性解析 
弾性解析は CIP の領域に地震加速度を入力して FEM
にせん断応力を渡すなどすべての作業がうまく行い，1
次元 CIP 境界処理について満足な結果が得られた． 
 
b）FEM+CIP 弾塑性解析 
 弾塑性解析は CIP の領域に地震加速度を入力して
FEM に加速度を渡す作業がうまく行った．弾性解析に比
べて進行するほど変位の波の形が早めに崩れ，変位の大
きさが小さくなり，各質点の変位の差も小さくなる． 
復元力－変位のグラフでみると履歴曲線のループ内で
納まっているし満足な結果が得られた． 
 
c）FEM+CIP 弾性と弾塑性解析のスペクトル 
 各質点の波の形を比較してみると同じ周波数のところ
で大きくなったり小さくなったり，似ている形である．
しかし，周波数が少ないときは線形モデルの方が大きい
な変位の変化を見せることが分かる． 
弾性解析の変位スペクトルのみでみると，地震波を入
力した深い地盤の方は高い周波数で変位変化が大きいし，
地表面に進行するほど低い周波数で変位変化が大きくな
る． 
弾塑性解析の変位スペクトルは弾性解析のスペクトル
と同じよう，地震波を入力した深い地盤の方は高い周波
数で変位変化が大きいし，地表面に進行するほど低い周
波数で変位変化が大きくなる． 
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